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ABSTRACT . The main result of this paper i.s the following : Let
(Q,O,J) be a probabilistic space finítely additíve, P a biyective applic_a
tion of R on 2 sueh that :
	
i) P(E) e 0 iff E e 0 ii) J(P(E)) = J(E) , ECO
and the family of linear operators Tn defined in Vl (R,O,J) by (TnF)(E)
F(Pn(E)) . Then, for every F e V1 (S2,O,J)
1 n m
n ( m£1 T
F ) E(F/R) in norm , A, being the subal
gebra of 0 formed by P-invariants sets . This convergente is almost su-
_ely for uniforms limits of step functions, in a certain sense,it is the
best possible .
INTRODUCCION . En lo que sigue (SZ,O,J) es un espacio probabilísti
co finitamente aditivo formado por un conjunto 2 , un álgebra de subcon-
juntos 0 y una probabilidad finitamente aditiva J sobre 0 .
Vp (S2,O,J) 1 <p< - son subespacios del de las funciones aditivas de
finidas en 0 , acotadas y absolutamente continuas respecto de J que tienen
norma p finita . Para ella son retículos completos de Banach y si p <q
entonces Vp -D Vq Vease [2] y [3] para otras propiedades .
Finalmente P es una aplicación biunívoca desten 2 O-medible y J-in
variante . Si definimos (T
n
F)(E) = F(P
n
(E)),V Eco y cualquier elemento de
Vp , es claro que TnF es una función aditiva definida en 0y absolutamente
continua respecto de J, luego de V1 (0) Como 11 TnF Vpp= IMIp tenemos que
n
T es un operador lineal,de norma uno, de V (0) en V (0)
1 .- CONVERGENCIA EN NORMA . Por ser de norma uno la familia de op_e
radores Tn , n=1,2, . . . es equicontinua en el sentido de [4] (pag . 213) .
Si además tenemos en cuenta que V2 (0) es reflexivo ([2]) y de Banach por
tanto localmente secuencialmente compacto por la topología débil de V2 (0)
(teorema de Eberlein-Smulian, [4] pág 141 ) estamos en condiciones de
aplicar el teorema ergódico de [4] ( pág . 214) que a continuación enuncia
nmos, en él Tn = ( E Tm)/n . Si en un espacio X, de Banach,localmente secuenm=1
	
-
cialment° compacto por la topologia débil tenemos defi.nido un operador T,
lineal y continuo de modo que la familia Tn , es equicontinua, se cumple
que Y x eX , lim . n Tn (x) = xo existe y el operador T (x) = x es lineal0 0
continuo y verifica T0= T0
2 = T To = To T . En nuestro caso :
1 .1 PROPOSICION .- Sean P y Tn , n=1,2 definidos como en la introdu_c
ción . Entonces para todo F de V
2
(0) existe lim . T F = F y T(F )=F .n n o 0 0
1 .2 PROPOSICION .- Con las mismas hipótesis sobre P y T se cumple que
lim . n fn F = Fo
para todo F de V
1
(0), además T(F ) = F .
0 0
Demostración : Para las funciones simples de V1 (0) el resultado es cierto
porque pertenecen también a V
2
(0) y la norma como elemento de V
1
es menor
que la norma como elemento de V2 . Por otro lado, dada F de V1 las simples
de la forma F tienden _n F al f;- n ! n _ I
ra de 2 formada con conjuntos de 0), lo que unido a la desigualdad :
T F - T F l < ~I T F - T F II + 11 T F - T F II + 11 T F - T F 11 <n m 1 n n ¿ 1 n o m ~ 1 m A m 1 °
< 2 9 F - F ~~ + 11 T F - T F JJ proporciona la primera parte del re-° n LN mA 2
sultado . La segunda es inmediata por ser T continuo e isométrico .
1 .3 COROLARIO .- Con las mismas hipótesis sobre P y T , F = E(F/R),
dónde R es la subálgebra de 0 formada por los conjuntos P-invariantes .
Demostración : El criterio de convergencia en V
1
de [2] (pág . 538) ga -
rantiza que F
o
(E) = lim . n TnF (E) uniformemente en Ee0 . Si E es P-inva-
riante F
0
(E) = F(E) = TnF(E), n=1,2, . . . , es decir Fo = E(F/R) ya que
esta condición caracteriza a la esperanza condicionada [3] (prop . 4 .10)
1 .4 COROLARIO .- Con R como en 1 .3 , sea V1 (R) el subespacio vectorial
de V1 (0) cerrado, generado por límites de simples asociadas a particiones
de R formadas con conjuntos de k . Entonces V1 (R.) ={ FeV 1 (0) / TF = F~
200
Demostración : Si AEt entonces JoA(E) = J(A1)E) = T(JoA)(E) VEe9 , luego
JoA es invariante . Reciprocamente si JoA es invariante y P(A) ~- A tendre-
mos J(A¿P(A)) = 0 es decir IA - IP(A) es J-nula [1] (pág . 103) lo que
implica que J-A y T(J-A) son el mismo elemento de V
1 (t) . Es decir JoA es
invariante si y solamente si A es casi seguro invariante .
Como las F invariantes son el núcleo del operador lineal continuo
T - I
	
, forman un subespacio vectorial cerrado de V 1 (e) y las escalonadas
son densas , después de lo anterior V
1
(t) C { F/ TF = F l . .La otra conten
ción es inmediata a partir del corolario 1 .3 .
2 .- CONVERGENCIA CASI SEGURA . En [3] se demuestra que existe una
aplicación biunívoca que mantiene el orden y las normas entre cada Vp(0)
y cada Lp (9,0,J) 1< p< - . Siendo los Lp los completados de los construidos
en [1] (pág . 119) cuando 1< p< - y en [3] para p- . Por tanto todo lo di-
cho en la sección anterior es transcribible para funciones integrables res
pecto de una probabilidad finitamente aditiva, entendiendo como integrable
las que son límite en probabilidad de una sucesión de Cauchy de simples
0- medibles y sus integrales tienen límite . En este contexto diremos que
una sucesión f
n
de funciones integrables converge casi seguro a f si tiende
en probabilidad a cero la sucesión sup . n>klfn-fl .
2 .1 PROPOSICION .- Sea f límite uniforme de simples O-medibles F la fu_n
ción de V1 (0) que le está asociada, entonces con las mismas hipótesis so
bre P y T que en la introducción lim .
n
T
n
F = E(F/t) casi seguro .
2 .2 LEMA .- Con las hipótesis de 2 .1 lim . sup . n
T
n
F es de V1 (t), as¡ co-
mo el límite inferior .
Demostración : Dado e>0 existe G = Ee ay JoEy de modo que IF - GI<_EJ con
A ={ Ey} de e , en consecuencia (min . A ay -e)J < TnF < (max .A	 y -s)J
y V1 (e) es retículo completo, luego los límites superior e inferior de T Fn
1existen en V (0) . Por otro lado es inmediato comprobar que son t-medibles
a partir de 1 .4, y la convergencia en norma .
Demostración de la proposición : La linealidad de las Tn y la E(F/t) nos
permite considerar únicamente el caso en que
	
F >O . Se cumple que E(F/u.) <
< lim . sup . T F , si la desigualdad fuera estricta , en particualar pa= n
raa2 y cualquier M entero positivo existirán m 1 < m2 < . . .< mn	índ c s
n
posteriores y una partición E . .,E de S2 cumpliendo E T F(E .) >1' - n i-1 mi i
E(F/t)(2) = F(P) Ahora bien dado cualquier e>0 existe G,simple,de modo
que IF - G¡< 2 J , sea A la partición más fina que la que define a G y la
formada por los E .
1.
. Es sencillo comprobar que FA
= E
A
(F(Ey)/J(Ey)) JoEy
cumple 1F
A
- G`<(e/2) J y por tanto 1. F
A
- F« eJ De ello se sigue que
n
E T F(E .) < e J(P) + F(Q) + R , dónde R es un resto que tiende a ceroi=1 mi ~.
al crecer M . Como s es arbitrario tenemos que (lim . sup . n
T
n
F)(n) = F(O) =
= E(F/t)(2) . El mismo razonamiento es válido si en vez de 52 hubiéramos
considerado un conjunto B invariante por P, ya que entonces dada la par-
tición E . de B la P(E .) también lo es, en consecuencia Y Bct F(B) _
= (lim . sup . n TnF) (B) , después del lema 2 .2 y la caracterización de la
esperanza condicionada E(F/t) = lim . sup . n TnF y con ello 0 < TnF-E(F/t)
< sup
m>n m
F - E(F/t) + 0 cuando m es decir Tn
F tiende casi se-
guro a E(F/t) como queríamos demostrar .
En cierto sentido este resultado no es. m,eJvrabic pu.es. es sencillo,
dar contraejemplos para el caso en que la función f sea integrable, inclu-
so casi seguro finita y sin embargo no se de la convergencia casi segura
en el sentido que hemos utilizado aquí .
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